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Grundlagen Numerik & Brute Force Search

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Analytische Losung Numerische Losung
Die NumerikisteinTeilgebiet der Mathematik y y
in der wir unsere Losungen nicht analytisch ; 0 = et 1 ;ii.’tiElZp'“;”:D”;L‘L?l?'N“ﬁ'N”;V“”E
exakt, sondern naherungsweise berechnen. % Fo0 = -2%-2 20 031000
\v_}_ 241 24 if(function(val)>max){ ’
19 =>x=-1 max=function(val);
pos=val;
Vorteil Wir kdnnen auf die Rechenleistung 11 11,
von Computern zurlickgreifen und Probleme A\ . enotpmntamns ey
angehen, die analytisch nicht l16sbar sind. N b2 h 23
+ 1
Nachteil Die Losungen sind nicht exakt und J 2
wir mussen uns Uber die Gro3e des Fehlers ) 31

Gedanken machen.
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Diskretisierung

def gs _max(lower,upper,res,fun): y
Zentraler Ansatzist die Diskretisierung. In der
o ] ] ] ] span = upper-lower
Numerik tGibersetzen wir kontinuierliche Pro- steps = int(span/res)

bleme in diskrete Probleme! |
maxVal = float('-inf')

maxPos = float('-inf"')
Schauen wir uns dazu das rechts gezeigte
Beispiel an. Was wird wie diskretisiert?

for i in range(steps):
X = lower + i*res
val = fun(x)

if(val > maxVval):
maxVal = val

maxPos = X

return(maxPos)
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Diskretisierung

def gs _max(lower,upper,res,fun): y

Definitionsbereich Der Definitionsbereich
. . span = upper-lower
der Funktion wird auf das Intervall ['3,1] be- steps = int(span/res)
grenzt und in Schritte von 0.2 aufgeldst. |
maxVal = float('-inf')
maxPos = float('-inf"')
Funktionsauswertung Argument und Ruck-
. . for i in range(steps):
gabewert der Funktion werden mit der Ge- v = lower + i*res

nauigkeit einer Double-Variable berechnet. val = fun(x)

if(val > maxVval):
maxVal = val
maxPos = X

return(maxPos)
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Genauigkeit
Zahlenwerte kdonnen in Computern nur mit be- EAPONENT MANTISSE
grenzter Genauigkeit gespeichert werden. ?6%111 . . ISE . . . . . . 1.(”! . . . .
1t
Im Falle von Gleitkommazahlen werden Zahlen in EXPONENT MANTISSE
folgender Form gespeichert one MEAEEEEREERCERERRNANNRNNRINNNNNE
EXPONENT] 8 bit 23 bit
X = [VORZEICHEN] [MANTISSE] x 2 EXPONENT MANTISSE
e LR AR
it it
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Genauigkeit
Nach IEEE-754 werden Exponent und Mantisse bei EAPONENT MARTISoE
einfacher Prazision folgendermalien gebildet: ?6‘4:)4111 . . .5! . . . . . . 1.(”! . . . .
it
EXPONENT MANTISSE
Wenn Exponent nicht 0000 0000 ist, gilt ... SI3N2GEE IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
1
8 bit 23 bit
Exponent = 8-bit Binarzahl minus 127
- EXPONENT MANTISSE
antise =1 43" 2 osest NN O A
1
k=0
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Genauigkeit
Nach IEEE-754 werden Exponent und Mantisse bei LAPONENT MANTISSE
einfacher Prazision folgendermalien gebildet: ?6%111 . . .5! . . . . . . 1.(”! . . . .
it
EXPONENT MANTISSE
Wenn Exponent genau 0000 0000 ist, gilt .. re NEBHEEEEEEREEREENENENRNNNENINE
1
8 bit 23 bit

E — 2-126

xponent )3 COURLE EXPONENT MANTISSE
Mantisse = Y 2* 64 bi IIII!!I!!IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII!IZI!)Ii!IIIIIIIIIIIIIIIIII

k=0
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Genauigkeit ;
10 v+ o
Die Genauigkeit von Gleitkommazahlen variiert L _______________________________
Uber den Wertebereich. 1073 s
1064 T
Gerade bei sehr gro3en Zahlen lasst die Genauig- 10° 1 7 R
keit massiv nach und wir sehen einen immensen 1024 -7 - L
Unterschied zwischen Single und Double. 1054~ 3 ——
108~
10214 ____————————é———————------—-----------——————
102447 1 ————————————————————————————————
1072/ : X

10° 10° 10° 10° 10® 106 10° 107

Datenquelle: CC BY-SA 4.0 von Autor Ghennessey auf Wikipedia (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:[EEE754.pnQ)

N7
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Genauigkeit

Im Falle von Festkommazahlen werden Zahlen in
folgender Form gespeichert:

n-2
x = [VORZEICHEN] ) 2* 8,1
k=0

Dadurch ergeben sich zunachst ganze Zahlen. Die
Position des Kommas ist entweder hard-coded
oder wird in einer separaten Variable angegeben.

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

SHORT ¢ VORZEICHEN ZAHLENWERT

e it [ N I 1 I 1 S 6 ) 6 ) S EE L
[-2%¢, 27¢-1] 15 bit
INTEGER ¢ — VORZEICHEN ZAHLENWERT
L IIIIIIIIIIIIIII3I1!IIIIIIIIIIIIIII
s it

LONG ¢ VORZEICHEN ZAHLENWERT
o A IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII!gII!IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
s it

Auflistung zeigt Datentypen in C flir einen modernen Compiler auf einem PC-System. Im Bereich von Mikrocontrollern kann z. B. ein Integer
abweichend auch nur 16 Bit haben.
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Genauigkeit
SHORT ¢ VORZEICHEN ZAHLENWERT
Die Genauigkeit ist bei Festkommazahlen 16 bit .........
uber den ganzen Wertebereich konstant. [-216, 216-1] 15 bit
Beispiel: Wir wollen einen Wert im Bereich INTEGER & —VORZEICHEN ZAHLENWERT
-1000,1000] in einem 32-bit Integer spei- . gall]t “““ll““l“!!_!“““““““
chern. I 1
[ONG ¢ VORZEICHEN ZAHLENWERT
o A IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII!!I!IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
-2°%, 2% it

Auflistung zeigt Datentypen in C flir einen modernen Compiler auf einem PC-System. Im Bereich von Mikrocontrollern kann z. B. ein Integer
abweichend auch nur 16 Bit haben.
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Grundlagen Numerik & Brute Force Search

Genauigkeit

Ohne Skalierung kdnnen wir in der Variable
Werte im Bereich + 4.29 Mrd. speichern.

Da wir nur den Wertebereich [-1000,1000]
bendtigen wahlen wir den Skalierungsfaktor
als 10°,

Damit haben wir eine Genauigkeit von 10°
bzw. einen maximalen Rundungsfehler von
0.5-10°.

I Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg
Ravensburg

SHORT ¢ VORZEICHEN ZAHLENWERT

e it [ N I 1 I 1 S 6 ) 6 ) S EE L
[-2%¢, 27¢-1] 15 bit
INTEGER ¢ — VORZEICHEN ZAHLENWERT
L IIIIIIIIIIIIIII3I1!IIIIIIIIIIIIIII
s it

LONG ¢ VORZEICHEN ZAHLENWERT
o A IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII!gII!IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
s it

Auflistung zeigt Datentypen in C flir einen modernen Compiler auf einem PC-System. Im Bereich von Mikrocontrollern kann z. B. ein Integer
abweichend auch nur 16 Bit haben.
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Fehleranalyse
Kondition Stabilitat
In der Numerik unterscheiden wir folgende Kriterien fiir die Bewertung | {(X) - f(x) | | F()'Z) - F(X) |

unserer Ergebnisse: Kondition, Stabilitat, Konsistenz und Konvergenz.

) = -Ge+1)2 +1 Fl) = -(e+1)2 47

!
-250

Das Zusammenspiel der ersten drei Kriterien entscheidet uber die Kon- ﬂ / []R /
vergenz und damit iiber die Gesamtqualitat unseres Ergebnisses. =/ R/
Sei f(...) die analytische Lésung und f(...) der numerische Algorithmus. Konsistenz Konvergenz
Aul3erdem stehe x fur die exakten Eingabedaten und X fur die dem Al- | F(X) (%) | | F()“Z) f(x) |

gorithmus gegebenen Eingabedaten.

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Fehleranalyse
Kondition Stabilitat
Wirsuchen das Maximum derfolgenden Funktion mit unserem R-Skript: | {(X) - f(x) | | f(X) - F(X) |
f(X) =1-e&™ i - -
Das Ergebnis wollen wir mit den rechts gezeigten MaRen bewerten. =/ R/

Konsistenz Konvergenz

e -f) | [H®) - (%) |

) = -(c+1)2 41 F) = -(c+1)2 +1
Fh)=-2c-240 Fl) =-2¢-220
= x=-1 / S x=-1 I
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Fehleranalyse

Kondition Stabilitat
Die Konsistenz hiangt von der Schrittweite bzw. Abtastrate ab, die wir | {(X) - f(x) | | F()'Z) - F(x) |
dem Algorithmus vorgeben. Im Beispielcode betragt die Schrittweite
0.2 was einer Abtastrate von 5 entspricht. Wrr b

S e
Lassen wir die Abtastrate unseres Algorithmus gegen unendlich ge- — ]R/

hen, ist die Konsistenz perfekt gegeben.
Konsistenz Konvergenz

e -f) | [H®) - (%) |

Fx) = -(c+1)2 +1 Flx) = -(x+1)2 +1
£l =-2c-240 i) < -2c-24 0
S x=-1 / S x=-1 l

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Fehleranalyse
Kondition Stabilitat
Die Kondition hangt von der Genauigkeit ab, mit der wir die Zahlenwer- | {(X) - f(x) | | F()'Z) - F(X) |

te 0, 1, 2, 4, e, m sowie die Wurzel von im abbilden konnen.

) = -Ge+1)2 +1 Fl) = -(e+1)2 47

f(x) = 1 - &1 e ™/
(X) c o iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii’/ R [
f'(x) = - 4x(x2-m)e* ™ =0
= -4x(x2-m) =0 = x,=0 x,,=+|m Konsistenz Konvergenz

R und Python arbeiten mit 64-bit Gleitkommmazahlen. Die oben genann- ‘ f(X) ] f(X) ‘ ‘ f(X) ] f(X) ‘

ten Zahlen sind exakt bzw. auf die 15-17te Stelle genau. Der Genauig- ot et
keitsverlust ist sehr gering. - iy - oy
R / R /

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Fehleranalyse
Kondition Stabilitat
Die Stabilitat zeigt an, wie viel Genauigkeit wir durch die Darstellung | {(X) - f(x) | | F()'Z) - F(X) |

von reellen Zahlen als Gleit- oder Festkommazahlen verlieren.

) = -Ge+1)2 +1 Fl) = -(e+1)2 47

Beieiner hohen Schrittweite bzw. niedrigen Abtastrate kann derdadurch F( / []R /
verursachte Fehler gegen 0 gehen. — /
Lassen wir dagegen die Abtastrate unseres Algorithmus gegen unend- Konsistenz Konvergenz
lich gehen, entspricht die Stabilitat der Kondition. | F( X
)-1x) | [1®) -1(x) |
R / R /

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Fehleranalyse
Kondition Stabilitat
Konsistenz, Kondition und Stabilitat sind in ausreichendem Male gege- | {(X) - f(x) | | F()'Z) - F(X) |

ben und damit auch die Konvergenz.

Einwurf Sind Kondition und Stabilitat bei der Verwendung von 64-bit / ]R / - -
Gleitkommazahlen nie ein nennenswertes Problem? == /

Konsistenz Konvergenz

e -f) | [H®) - (%) |

) = -(c+1)2 41 F) = -(c+1)2 +1
Fh)=-2c-240 Fl) =-2¢-220
= x=-1 / S x=-1 l

TAN dutlub,_ Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Doppelt ist genug?! -
Wir wissen bereits, dass die Prazision bei gro- er— =
Ben Zahlen nachlasst. 103 -
106 +------------------ 2
Extrem kleine Zahlen konnen ebenfalls ein 100° v+ -------------------------------
Problem darstellen! Die kleinste Zahl > 0 die 1012 T T
wir in einer Double-Variable speichern kon- 10054 - 2
nen ist: 108~ A
4.940 - 1034 1020 4------------_ ____________é__-__-_--------------___________
1024+ - A
Die Nachste ist bereits doppelt so grols. 1027 «

10° 10° 10° 10° 10® 106 10° 107

Datenquelle: CC BY-SA 4.0 von Autor Ghennessey auf Wikipedia (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:lEEE754.pnQ)
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Doppeltist genug?!

Kondition und Stabilitat sind problematisch,
wenn wir mit hoheren Potenzen arbeiten.

Nehmen wir mal an, wir wirden in unserem Al-
gorithmus i als Integervariable speichern und
daher m=3 verwenden.

Der Fehler verstarkt sich deutlich, wenn wir un-
ser 11 zU einer hohen Potenz nehmen oder als
Exponent verwenden.

log(m)

1.1447
1.7724
3.1415
9.8696
8.8249

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)

1.0986
1.7320
3.0000
9.0000
8.0000
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0.0461
0.0404
0.1415
0.8696
0.8249




Grundlagen Numerik & Brute Force Search

Doppeltist genug?!

Kondition und Stabilitat sind problematisch, wenn wir uns in der
Nahe von Singularitaten bewegen.

Nehmen wir erneut an, wir wurden in unserem Algorithmus m
als Integervariable speichern und daher m=3 verwenden.

Bei der Auswertung der rechts gezeigten Funktion ware der da-
durch entstehende Fehler extrem.

60

50

40

30

20

10
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Grundlagen Numerik & Brute Force Search --

Doppeltist genug?!

Was tun, wenn 64-bit Gleitkommazahlen nicht ausreichen?

Hoher aufgeloste Gleitkommazahlen wie z. B. numpy.float128
oder long double verwenden.

Festkommazahlen verwenden. In Python stehen neben beliebig
grol3en Integers auch der Decimal-Typ zur Verfligung.

Das Problem zunachst analytisch umformen bzw. vereinfachen.
ldealerweise nicht handisch, sondern mit einem CAS.

Ein sehr tiefes Rabbit-Hole zum Thema numerische Genauigkeit bei Taschenrechnern (https://chadnause-
am.com/coding/random/calculator-app)

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Zeitkomplexitat

und verwendet eine brute force Vorgehensweise.
Quadratisch Zeitaufwand

Unser erstes Beispiel ist ein eindimensionaler grid search - Exponentieller Zeitaufwand

Im Grenzwert Abtastrate gegen unendlich und Suchbe-

reich gegen [-o0, o] testen wir alle potenziellen Lésungen O(nlogn) Loglinear Zeitaufwand
durch.
O(n) Linear Zeitaufwand
Fur viele Anwendungen im Bereich Data Science ist die
hohe Zeitkomplexitat nicht praktikabel. O (10 g n) Logarithmisch Zeitaufwand
1 Konstanter Zeitaufwand
A\ it

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Zeitkomplexitat

Die Laufzeit unseres einfachen Algorithmus flr Extrem-
stellen skaliert flr Funktionen ...

f: R™—> R

.. Mit O(n™) in der Abtastrate n und der Anzahl an Dimen-
sionen m.

@y
0wy
O(nlogn)
O(n)

O(log n)
1

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Exponentieller Zeitaufwand

Quadratisch Zeitaufwand

Log-Linear Zeitaufwand

Linear Zeitaufwand

Logarithmisch Zeitaufwand

Konstanter Zeitaufwand
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Zeitkomplexitat

herer Zeitkomplexitat nicht nur praktikabel, sondern so-

gar schneller sein, wenn die Zeit pro Durchlauf kiirzer ist. Quadratisch Zeitaufwand

Bei kleineren Datensatzen kann ein Algorithmus mit ho- - Exponentieller Zeitaufwand

Fir ausreichend groBe Datenmengen ist eine geringere O(n lOg Il) Log-Linear Zeitaufwand
Zeitkomplexitat immer von Vorteil. Zum Beispiel gilt:
O(n) Linear Zeitaufwand
VabeRtIneRt:a-n*<b-2"
O(IO g n) Logarithmisch Zeitaufwand
1 Konstanter Zeitaufwand
A\ it
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Grundlagen Numerik & Brute Force Search

Extremstellen Brute-Force

Entwickle die Funktion "gs_max" in "Grid
Search Maximum" zu "gs_extreme" weiter. g

Die neue Funktion soll alle Extremstellen ei-
ner Funktion ausgeben und dabei zwischen
lokalen/globalen Minima und Maxima unter-

scheidet.

1.5

Implementiere aullerdem eine Zeitmessung.

S\ LS Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
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Extremstellen Brute-Force
Es gibt mehrere Algorithmen, mit denen die Variante a) y Variante b) y
Aufgabe gel6st werden kann: ‘ 6f ‘ 6f
a) Wir vergleichen den Funktionswert einer 27 21
Stelle x_mit den beiden Stellen x . und x__ >4 >4
davor. Ist x_. der grofSte/kleinste Wert, dann 7PN .

: : : : 4 : > X
haben wir ein Maximum/Minimum bei x__. 150\ |t m 1 )/1.5
_2--

b) Wir berechnen die erste und zweite Ablei-
tung numerisch Uber ein Steigungsdreieck 61 6l
und prufen die Ublichen notwendigen und
hinreichenden Kriterien.

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




Grundlagen Numerik & Brute Force Search

Nachtrag zu Brute Force

Die brute force Vorgehensweise hat einige
Vorteile.

Der Algorithmus ist einfach und nachvoll-
ziehbar. Er besteht aus einer Schleife Gber die
potenziellen Lo6sungen und einer Bedingung,
welche korrekte Losungen identifiziert.

Die Konsistenz ist meistens perfekt gegeben.

Variante a)

1

1.5

1

Variante b)

DHBW

Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg
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Nachtrag zu Brute Force

eine adaptive Schrittweite verbessern. l

Wir tasten die Funktion zunachst mit einem
groben Gitter ab und tasten in einem zweiten
Durchgang die "vielversprechenden Stellen”
mit einem feineren Gitter ab.

y

= Erster Durchlauf

Wirkonnten dengridsearch sogarnoch durch 6 Zweiter Durchlauf
’i(

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Nachtrag zu Brute Force

Auch die Verallgemeinerung auf mehrdimensionale Funk-
tionen, d. h. Skalarfelder und Vektorfelder, ist sehr einfach.

Um mit grol3eren Datenmengen klar zu kommen, mussen
wir uns dennoch von der brute force Vorgehensweise ver-
abschieden.

Im nachsten zwei Kapiteln lernen wir zwei Algorithmen
kennen, mit denen wir Null- und Extremstellen ohne bru-
te force berechnen konnen.

I Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg
Ravensburg

_|_
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Newton- & Sekantenverfahren

Ravensburg
Newtonverfahren
Es gibt viele numerische Verfahren, mit de- Analytische Losung Numerische Losung
nen wir Gleichungen losen kdnnen. y
f(x)=x*-2x*=0 |x2(..) 154
Ein besonders bekanntes ist das Newtonver- S
& x(x-2) =0 1]

fahren fr Gleichungen der Form:
LXZ — 2 | ("')0.5 05+
f(x) =0, mitf: R > R =>x,=1[2 x
~= X, =0

Das Verfahren findet die Nullstellen einer ge-
gebenen eindimensionalen Funktion.
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Newton- & Sekantenverfahren
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Newtonverfahren

Grundidee Wir beginnen bei einem Start- 1
punkt x und bilden den Schnittpunkt einer
dort anliegenden Tangente mit der x-Achse,
um den nachsten Punkt x. zu finden, usw.

Mathematisch betrachtet fihren wir folgen-
den Schritt wiederholt durch, bis eine Genau-
igkeit | f(x ) | < € erreicht wird.

f(x )
X =X -

n+1 n f‘(Xn)
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Newton- & Sekantenverfahren

gk DHBE\ =

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Newtonverfahren
1
f(x) =x*-2x2 f'(x) =4x°-4x
Startpunkt £f(-0.9)=-0.9639 0.5
f( ) XO X2 X1
Y %) _ ng. 09639 _
X, =X, F(x) 0.9 0684 0.509
f(x,)
X, =X, - - = (0.509 - ....
2 1 f (X1)
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Newton- & Sekantenverfahren

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg

Ravensburg
Newtonverfahren
v f(x) = x2
Die Iteration Uber die Gleichung von Thomas Simpson ... 6 f(1)=1
f'(1) =2
f(x ) 5
X =X -
n+1 n f‘(Xn) 4 )
... ist sehr einfach zu implementieren, aber woher erhal- 3 / ’,x"
ten wir die Werte fur die Ableitung? Auch diese mussen . ’,/'
wir ggf. numerisch bestimmen! s
([ T —— |
Iimh-20
Ein Verfahren dazu kennen wir aus der Schule: das Stei- —r 5
gungsdreieck mit endlicher Breite. I S 1 1.5 2 2.5
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Newton- & Sekantenverfahren

I Duale Hochschule
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Ravensburg
Newtonverfahren
1.5

Schau dir den Beispielcode "Newton Roots Hardcoded"
zum Newtonverfahren an. 1
a) Entwickle das Skript weiter, sodass es die Ableitung nu-

. . . 0.5
merisch berechnen kann und nicht mehr auf eine hard-co- y «  x
ded Ableitung angewiesen ist. y ! -

b) Entwickle das Skript weiter, sodass esin der Lage ist meh-
rere Nullstellen zu finden.

c) Implementiere einen Sicherheitsmechanismus, der die
Suche nach spatestens n=100 lterationen abbricht.

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




Newton- & Sekantenverfahren
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Newtonverfahren

Wir stellen fest, dass das Konvergenzverhalten nicht firalle
Eingabeparameter intuitiv ist.

Im rechts gezeigten Schaubild sehen wir eine Konstellati-
on, bei der ausgehend vom Startwert x, =-1 eine Nullstelle
bei plus Wurzel 2 gefunden wird, obwohl der Startwert von
zwei anderen Nullstellen "umzingelt" ist.

1.5
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Newton- & Sekantenverfahren

I Duale Hochschule
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Newtonverfahren

Es sind auch Konstellationen denkbar, bei de- :
nen keine Nullstelle gefunden wird.

v e
Das Newtonverfahren versagt, wenn es Stel- % s
len mit f'(x)=0 auswertet oder in eine Endlos- 5 ot E
schleife von Stellen verfillt. 5 £} g
Rechts sehen wir als Beispiel dazu das Kon- 3 : :
vergenzverhalten fiir die Funktion: . 2

Startwert

%)
1
N
|
w
|
N)
|
—
o
—
N
w
N
Ul

f(x) =x-2x+ 2
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Newton- & Sekantenverfahren

Sekantenverfahren

Das Sekantenverfahren ist eine Alternative zum Newton-
verfahren.

Schaue dir den Beispielcode "Secant Roots" an und versu-
che herauszufinden, wie das Sekantenverfahren vorgeht!

T . Numerik - Zentrum flir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Newton- & Sekantenverfahren
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y
Sekantenverfahren
| 1.5
Die Grundidee ist dem Newtonverfahren recht ahnlich.
Anstelle von einem Punkt arbeiten wir aber mit zwei Punk- 1
ten und deren Verbindung.
0.5 2
Wir benotigen zwei Startwerte und die Iterationsformel
ist gegeben durch: way y
S
Xn+1 — Xn i Xn - Xn-l f(Xn)
f(Xn) B f(Xn_]_) 1 4
Wir vermeiden die Berechnung/Naherung der Ableitung! 3
-1.5
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Newton- & Sekantenverfahren

Performancekennzahlen

Wir haben bei unserem brute force Algorithmus bereits
die Laufzeit und die Zeitkomplexitat kennengelernt.

Bei den iterativen Verfahren konnen wir auch die Konver-
genzordnung und die Zeit pro lteration untersuchen.

‘6

0.00

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Zeitkomplexitat

Wie stark skaliert die Laufzeit mit der
Menge der Eingabedaten?

Konvergenzgeschwindigkeit

Wie schnell erhoht sich die Genauigkeit
pro lterationsschritt

Laufzeit einer Iteration
Wie lange benoétigt der Algorithmus
flr eine Iteration?

Tatsachliche Laufzeit
Wie lange bendétigt der Algorithmus
bis zur Konvergenz?

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)



Newton- & Sekantenverfahren
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Performancekennzahlen

Wie weit liegt der

Fur die Konvergenzordnung betrachten wir den Grenz-
Algorithmus daneben?

wert des rechts gezeigten Quotienten. —

Istg > 1 und p € (0, ) dann konvergiert der Algorithmus l ‘ Xk - A o

Uberlinear mit der Konvergenzordnung g. Jeder Schritt er- kl_r)g Sup q IJ»

hoht die Anzahl genauer Stellen um den Faktor g. ‘ Xk—l - X ‘
—

Wie weit lag er einen
Schritt vorher daneben?

Istq =1und p € (0, 1) dann konvergiert der Algorithmus
linear mit Konvergenzordnung 1. Jeder Schritt erhoht die
Anzahl genauer Stellen um einen gewissen Betrag.

S\ LS Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




Newton- & Sekantenverfahren
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Performancekennzahlen

Limes Superior (Obere Schranke)

Den Limes superior tragt der Sache Rechnung, dass der
Quotient nicht streng monoton fallend ist.

Jegrol3erdie Konvergenzordnung, umsoweniger Schritte wer-
den bis zum Erreichen einer gewissen Genauigkeit bendtigt.

Unterlineare Konvergenz

Anzahl genauer Stellen

I[teration

Lineare Konvergenz

Anzahl genauer Stellen

Iteration

lim sup | %X
- u _— l/l
= k- o - q
S | Xy =X |
()
O
)
V)
)
Uberlineare Konvergenz v
- &
£ o—
T —
g I I I
c
% I I I I I I
<
Iteration ) Iteration
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Newton- & Sekantenverfahren
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Performancekennzahlen

Zeitkomplexitat

Wie stark skaliert die Laufzeit mit der
Menge der Eingabedaten?

Vorsicht! Eine hohere Konvergenzordnung deutet nur auf
eine kleinere Anzahl an lterationsschritten hin.

Konvergenzgeschwindigkeit

Je nachdem wie lange diese Schritte dann dauern, kann X-X = 0,004/ Wie schnell erhoht sich die Genauigkeit
ein Algorithmus mit hoherer Konvergenzordnung trotz- pro [terationsschritt
dem langsamer sein als ein Algorithmus mit niedrigerer o Laufzeit einer Iteration
Konveraenzordnuna! o Wie lange bendtigt der Algorithmus
J J } } } flr eine Iteration?
o Tatsachliche Laufzeit

\ -» Wie lange bendtigt -

bis zur Konvergen:

Tmus
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Newton- & Sekantenverfahren
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Suche nach Extremstellen

Mit dem Newton- und dem Sekantenverfah- Newtonverfahren

ren konnen auch Extremstellen berechnet
werden. f(Xn) v  =x 27X

n+1 n f‘(Xn) n+1 n f(Xn) i f(Xn-l) f(Xn)

Sekantenverfahren

Nullstellen
<
1
<
i

Dazu berechnen wir die erste und zweite Ab-
leitung der gewulnschten Funktion nume-
risch und fuhren die Iteration auf der ersten

" (x ) X -X .
Ableitung durch.

n+1 n f”(Xn) Xn+1 — Xn ) f’(Xn) _ f,(Xn-1) f (Xn)

Extremstellen
o
1
o
|
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Newton- & Sekantenverfahren
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Suche nach Extremstellen

Newtonverfahren Wir benotigen ...

Wir konnen unsere Verfahren auf Skalarfelder
generalisieren.

= N T
f: R* > R % % < f(X) Vf Vi = gi E?;(C
4;,- — — 1 2
= n+1 n ‘ Vf ‘2
Fir das Newtonverfahren erhalten wir die =
: : : 02f 02f 02f
rechts gezeigten Iterationsvorschriften. 57 3% I
- 1 2 1 3 1
é H — o2f o2f
3 —N — H 1 vf aX aX axz
i S _ -1, 1772 2
E.» Xn+1 Xn o2f
E ax1ax3
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Newton- & Sekantenverfahren

Suche nach Extremstellen

Newtonverfahren

Die numerische Berechnung des Gradienten
von fist einfach.

| e

s 5 _o X
Wirnahern alle partiellen Ableitungen nume- 2 X =X " vf ZVf
risch mit einem endlich breiten Steigungs- = ‘ ‘
dreieck fur die entsprechende Dimension.

e

D
Bei der Hesse-Matrix wird es dagegen deut- T R 1
lich schwieriger! Das wollen wir eigentlich § Xn+1 — Xn - H-Vt
vermeiden. E

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Wir benotigen ...
_ of of
Vi = OX. OX,
ozf ozf ozf
ox.2 OX,0X, OX,0X
H = o2f o2f
OX,0X, OX,2
o2f
OX. OX,




Newton- & Sekantenverfahren
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Suche nach Extremstellen

Newtonverfahren Wir benotigen ...

Flr die Suche nach Extremstellen von Skalar-
feldern konnen wir das Newton- oder auch

| e
Sekantenverfahren verwenden. 2 . N f(?) Vf= -2 _2f T
w I
L~ Xn+1 - Xn i VI ZVf %
Gangiger im mehrdimensionalen Raum ist = ‘ ‘
der gradient descent mit Iterationsvorschrift: of o _ o
- ox.2 OX,0X, OX,0X
D
3 S = —| _of o
X =X -aVf T H
n+1 n 7 = — Vv -1, 0X,0X,  OX,?
E.: Xn+1 Xn H Vf o2f
E ox,0X,
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Newton- & Sekantenverfahren

Suche nach Extremstellen

Hier schliel3t sich der Kreis von Analysis, linearer Algebra,
Numerik und Data Science.

DieSchatzungeines Modells mitgradientdescentistnichts
anderes als eine numerische Suche nach dem Minimum
einer Funktion, die von mehreren Variablen abhangt!

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Newton- & Sekantenverfahren
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Suche nach Extremstellen

Schau dir den halb fertigen Beispielcode zum gradient
descent Verfahren an.

a) Nahere den Gradienten uUber die numerische Berech-
nung der partiellen Ableitungen

b) Implementiere die gradient descent Iterationsvorschrift
mit einer variablen Learning rate.

c) Nutze die bereitgestellte Visualisierungsfunktion, um
die Bedeutung der Learning rate herauszufinden.
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DGL mit Eulerverfahren

Differenzialgleichungen

Als Nachstes wollen wir gewohnliche Differenzialgleichungen
numerisch |dsen. Zur Erinnerung:

DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg

Ravensburg

Differenzialgleichungen sind Gleichungen, die eine Funktion mit
mindestens einer ihrer Ableitungen in Verbindung setzt.

WAXTID
Die Losungen sind keine Zahlenwerte, sondern Funktionen y(x)
fur welche die Differenzialgleichung erfullt ist.

EEEEEE
(G GRADE

y(x)

TTARD

¥y W —— - . .
A Lo Numerik - Zentrum flir Angewandte Okonomik (ZAO)
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DGL mit Eulerverfahren
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Fur lineare DGL erster Ordnung haben wir in Analytische Losung Numerische Losung
der Analysis Losungsformeln kennengelernt.
() CO2 Gehalt (kg im Raum) () CO2 Gehalt (kg im Raum)
.. . . 124 11
Bei nicht linearen DGL haben wir versucht,
. .o . 1O 10¢--—------------------- _ . o 000 -@-0-@
die Veranderlichen zu trennen und dann zu N N Lo
integrieren. y'(x) = -0.01y(x) + 10 mity(0) =0 s Yo =Y+ (b e )
o6 [/ ) 0or—g ty, =t +h
Y(X) = e 0.01x ( 0+ I 10 e%01x du )
. . 04t froes . 04F k, =f(y t)
In der Numerik lernen wir das Eulerverfahren y(x) = 10e00 [ eaors dy s P
. e 021 0 021 2 — 0T T
und die Familie der Runge-Kutta-Verfahren y(x) = 100 ( 10095 - 100) ; o= .+ 05 ¢+ 2y
' @ ' ' 3 n n
kennen. h y(®) =1000- 1000 . e —f(y thke t+h) .

N/ o - . .
A Lo Numerik - Zentrum flir Angewandte Okonomik (ZAO)
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DGL mit Eulerverfahren
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Eulerverfahren
CO2 Gehalt (g im Raum)
Um das Eulerverfahren intuitiv zu verstehen, betrachten wir fol- S
gende Differenzialgleichung: sood

y'(x) =-0.01"y(x) + 10 mit y(0) =0

Wir kennen von Anfang an einen Punkt der gesuchten Funktion
und wissen auch, dass sie dort eine Steigung von 10 hat!

Idee Konstruiere die gesuchte Funktion Schritt fr Schritt aus der
bekannten Steigung, ausgehend vom bekannten Punkt.

‘\,m—v Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




DGL mit Eulerverfahren
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Eulerverfahren
CO2 Gehalt (g im Raum)
Mit 10er Schritten erhalten wir das Schaubild rechts. S
5004 - -
y'(x) =-0.01--y(x)+ 10 mit y(0) =0
4004 ------ - &3*30 - -
S
Der zweite Punkt liegt bei x=10 und hat den Wert 100, da wir von 300l @@J\i\? S S
y(0)=0 bis y(10)=100 mit der Steigung 10 rechnen. ey o
2004 - &7 +81 .
Der dritte Punkt liegt bei x=20 und hat den Wert 190, da wir von Dg\-@“x\ +90

y(10)=100 bis y(20)=190 mit der Steigung 9 rechnen.

¥y W —— - . .
A Lo Numerik - Zentrum flir Angewandte Okonomik (ZAO)
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DGL mit Eulerverfahren
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Eulerverfahren
Analytische Losung

Wie genau ist das Eulerverfahren? Wie stark ist die Abweichung

zur analytischen Losung? A €02 Gehalt (kg im Raum)

1.2 -mm o m o

Schau dir die Implementierung des Euler Verfahrens in "Euler ol

Basic" an und entwickle den Code weiter! sl

y'(x) =-0.01y(x) + 10 mity(0) =0

Erganze eine Messung des absoluten und relativen Fehlers, der
durch die Verwendung des Eulerverfahrens entsteht. Verwende 2 A JX
y(x) = 10e001x [ q0.01u dyy

dabei die rechts gezeigte analytische Losung! Sl :
y(x) = 10e%0x(100e”°™* - 100)

Y(X) = 0.01x ( 0+ I 10 e%91x du )
0

y(x) = 1000 - 1000e°0%

|
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DGL mit Eulerverfahren
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Eulerverfahren

Abweichung der Euler-Naherung

Die Abweichung zwischen den Werten des Eulerverfahrens und
den exakten Werten steigt zunachst auf maximal 0.184 an und sl
fallt danach wieder ab.

204
Der Wert, gegen den die Funktion fur t gegen unendlich konver-
giert wird um 0.007 verfehlt. L D S N
o4 LN

Da die Funktion eine CO2 Menge im Raum von bis zu 10009 be-
schreibt, sind diese Abweichung irrelevant. Perfekt ist die Nahe- osdl  NC
rung allerdings auch nicht.

2h 4h 6h 8h 10h
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DGL mit Eulerverfahren
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Eulerverfahren
CO2 Gehalt (kg im Raum)
. : : : , , 124 - e
Der Grund fur die Abweichung ist die Annahme, dass die Stei- . 5 . .
gung innerhalb der Schrittweite konstant bleibt. 1ol S e o _
Je grolSer die Schrittweite umso grof3er der Fehler, der entsteht. 0.84-------- --------- ---------
Je groBer die Anderung der Ableitung innerhalb der Schrittwei- 061
te, umso groB3er der Fehler, der entsteht. N /2 D S D S
024/
t
2h 4h 6h 8h 10h
‘B zﬂ‘\ fli"ﬂ“ Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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DGL mit Runge-Kutta Verfahren

Runge-Kutta Verfahren

CO2 Gehalt (kg im Raum)

, , , , , 124 i
Die Runge-Kutta Verfahren sind eine Weiterentwicklung des Eu- . y .
ler-Verfahrens mit dem Ziel, diesen Nachteil abzuschwachen. 10 A e
Das Grundprinzip des iterativen Vorgehens bleibt unangetastet. 081 -~ - o e
Neu ist die Verwendung der Steigung an mehreren Punkten. Wir e e A
verwenden nicht nur die Steigung am Anfang eines Schrittes, son- oad
dern auch die in der Mitte und am Ende! |

02 ——————————————————————————————————————————————————
t
2h 4h 6h 8h 10h
B \iﬂﬂh Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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DGL mit Runge-Kutta Verfahren --

Runge-Kutta Verfahren

_Kutto 9
Hinter den Runge-Kutta Verfahren verstecken sich eine ganze Rei- /Qah Z /(
he an Algorithmen, mitdenen wir gewohnliche DGL |6sen konnen.
g g Voo = Vo o (k2K + 2k +k)

Der RK1 Algorithmus entspricht dem Eulerverfahren. t, .=t +h

Der RK2 Algorithmus ist auch als Mittelpunktregel bekannt. k, =f(y t)

hk, . . h
Der RK4 Algorithmus basiert auf den rechts gezeigten Gleichun- .
gen. Wurden wir die Koeffizienten k. bis k, entfernen und den Vor- k =f hk; h

. . 2 . 4 . 3 (yn-l_ ) ¢ tn-l_ )
faktor h/6 auf h/1 setzen waren wir zurtick beim Eulerverfahren.

k, = f(y +hks, t +h)

k, = f(yn+

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




DGL mit Runge-Kutta Verfahren
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Runge-Kutta Verfahren
y
Wir schauen uns die Vorgehensweise des RK4 8 I
1 (yn’tn)
Verfahrens an folgendem Beispiel an: e
kz = f(yn+ 71, tn+%)
, t °1T hk, ., hy
y' () = Y(t) Ft, y(1) =05 SO 2
o ke=fo+hkst+by o
Die analytische Losung ist:
y(t) = 0.5¢° S
x t
e ——————————————————————————————————————————————)
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

A , Gl [ X} - LX)
A Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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DGL mit Runge-Kutta Verfahren
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Runge-Kutta Verfahren
y
Wir wahlen eine Schrittweite von 1 und berech- S
. . . k, =1(y,t)
nen die Koeffizienten k. bis k,. e "
kz = f(yn+ 71, tn+7)
Der erste Koeffizient entspricht der Steigung di- T k, = f(y +%z, ¢ +% ___________________________________________
rekt am gegebenen Punkt y(1)=0.5.
k, = f(y +hks, t +h)
05 41---- T
o — . 2 —
k, =y'(0.51) = —%2- + 12= 1.5
. .o . . . 2 '____________________________________________"_____:I:O‘_ ____________________
Beim Eulerverfahren wirden wir diese Steigung | 7 .7 Ssung ulr
Uber die Schrittweite anwenden und warenfer- | =
05 1.0 1.5 2.0 2.5

-
-
-
-
-
-
- -

¥y W —— - . .
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Runge-Kutta Verfahren

y
RK4 berechnet mit k. den Koeffizienten k.. 8T | _ ey T
k, = f(yn+%1, tn+%)
k =y(0.5+0.5k , 1+0.5) 6l 202
k3 — f(yn+ 72, tn+7
=y(1.25,1.5)
k,=f(y +hks, t +h)
= 3.083 4t
Wirwenden die Steigung nur tber die Halfte der >3

Schrittweite an und berechnen die Steigung an
dieser Stelle.
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DGL mit Runge-Kutta Verfahren

Runge-Kutta Verfahren

Die mit k, gefundene Steigung wird nun rtck-
wirkend auf die erste Halfte der Schrittweite an-
gewendet!

Wir finden einen neuen Punkt und die Steigung
dort ist der dritte Koeffizient.

k, = y(0.5+0.5k , 1+0.5)
= y(2.0415,1.5)
=3.611

k1 = f(yn,tn)

k3 = f(yn+

~ k,=f(y,+hks, t +h)

I Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg
Ravensburg

hk;
=
hk;
x

h
tn+2)

h
6+

k, = f(yn+
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DGL mit Runge-Kutta Verfahren

Runge-Kutta Verfahren

y
Die mit k, gefundene Steigung wird nun rtck- 81
wirkend auf die erste Halfte der Schrittweite an-
gewendet!
Wir finden einen neuen Punkt und die Steigung
dort ist der dritte Koeffizient. 2y
k,=y(0.5+0.5k , 1+0.5) ,

= y(2.0415, 1.5)
= 3.611

k,=1(y +

I Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg
Ravensburg

k, = f(yn,tn)

hk;

h
5 )

t —_
n+2

ﬂZ t+L

2 2
k, = f(y +hks, t +h)

k, =1(y +
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DGL mit Runge-Kutta Verfahren

Runge-Kutta Verfahren

y
Diese Steigung k, wird auf die ganze Schritt- 8T
weite angewendet, um einen finalen Punkt zu
finden, an dem erneut die Steigung gemessen
wird!
k, =y(0.5+k,, 1+1)
=y(4.111,2)
= 6.0555 ,

k3 = f(yn+

~ k, =f(y,+hks, t +h)

DHBW
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Ravensburg

k1 = f(yn,tn)

hk;
=
hk;
x

h
t,+ )

h
6+

k, = f(yn+
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Runge-Kutta Verfahren

y
Die beim tatsachlich vorgenommenen Schritt 8T | _ e N oo
. . . . k1 T f(yn'tn)
verwendete Steigung ist ein gewichteter Durch- hic h
. . —_ 1
schnitt aus den Koeffizienten: ; k, =1y,+ 5 t+57)
- . hk; h S
k,=1(y + 5 t + >
(k1+2k2+2k3+k4)/6 = 3.491 k=0, +hks t+ )

Der neue Punkt ist:

y(2) = 0.5 + 3.491 = 3.991
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DGL mit Runge-Kutta Verfahren
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Runge-Kutta Verfahren
Schrittweite flry

Die verschiedenen Runge-Kutte-Verfahren kdnnen kompakt als - 0
Butcher-Tablett dargestellt werden. ~

2| L1 L1
Die Spalte links gibt den Inkrement von t als Vielfaches von h an. *§ < 2 2

291 1
Die Matrix rechts oben gibt den Inkrement von y als Vielfaches von S| 2 0 72
h mal den Koeffizienten k , k , k, und k, an. 1 0 0 1
Die Zeile unten gibt die Gewichtung von k , k , k. und k, beim Ite- 1 2 2

rationsschritt an.

Gewichtung im Iterationsschritt

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




DGL mit Runge-Kutta Verfahren

Runge-Kutta Verfahren

Schrittweite flry
Beispiel: dritter Koeffizient des R4 Verfahrens: o A ‘
0 ,

Der Inkrement von t ist 0.5h 5111 1

7|2
Der Inkrement von y ist 0.5hk, £ 0
Die Gewichtung dieses Koeffizienten bei der 110 0 1
Berechnungvony  ist2/6 T

Gewichtung im Iterationsschritt

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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yn+1 — yn + ? (k1+2k2

t =t +h

k1 = f(yn,tn)

hk;
2 )

h
t,+=
hk, 4 h
2 W

k, = f(y +hks, t +h)

k2 = f(yn+

k,=1f(y +
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DGL mit Runge-Kutta Verfahren
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Runge-Kutta Verfahren
0
Es gibt adaptive Runge-Kutte-Verfahren, bei denen wirim Butcher
Tablett mehr als eine Zeile haben. % %
Dadurch werden zwei RK Varianten mit unterschiedlichen Konver- 3 0 3
genzordnungen gleichzeitig angewendet. 4 5 Li A
1 .
Die Idee: Durch den Vergleich der beiden Varianten kann der Feh- 9 3 9
ler abgeschiatzt werden. Ist er zu groB, wird die Schrittweite ver- 2 1 4 0
ringert. 9 3 9
7 1 1 1
24 4 3 8
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DGL mit Runge-Kutta Verfahren
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Runge-Kutta Verfahren

Mache dir den Zusammenhang zwischen Gleichungen, Butcher
Tableau und dem Quellcode in "Runge Kutta" klar.

Implementiere mit der Mittelpunktregel (RK2) ein zusatzliches
Verfahren.

N|+—x o

Teste mit den drei gegebenen Beispielen, welches Verfahren die
bessere Naherung erzeugt.

o N|+—\
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DGL mit Runge-Kutta Verfahren
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Runge-Kutta Verfahren

Abweichung y'=sin2(t) - y
In allen drei Beispielen ist der RK4 Algorithmus bei gleicher Para- S0
. . : — Eylerverfahren
metrisierung deutlich genauer.

251 Runge-Kutta4 ----------------------.

Allerdings muss er die Funktionen auch mehrfach pro lteration ol
auswerten. Aber selbst wenn wir dem Eulerverfahren daher eine

hohere Auflosung zugestehen ist RK4 genauer. 154

11 T IEEH--

5 __________________________________________________
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Integration mit Trapezregel

Numerische Integration

Ahnlich wie DGLs sind Integrale oft nur mit di-
versen Tricks oder sogar grundsatzlich nicht
analytisch losbar.

In diesem Kapitel lernen wir, bestimmte Inte-
grale numerisch zu berechnen.

Wir erhalten dabei zwar keine Stammfunkti-
on, aber eine Naherung fur den Wert des be-
stimmten Integrals!

I Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Analytische Losung Numerische Losung

A = pS £Gcth) +H(x)

5 2

I -X? + 5X =[-%X3 + Z.SXZ]Z

= - 15%+25:52-0
62

3
20.833

0

2
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Integration mit Trapezregel

Trapezregel

Mit den Unter- und Obersummen haben wir bei der Definition
des Integrals bereits eine Naherung kennengelernt.

Wir nahern die Flache unter der Kurve durch Rechtecke einer fes-
ten Breite. Als HOhe wahlen wir:

« Maximum der Funktion im Bereich (hell- & dunkelrote Flachen)
« Minimum der Funktion im Bereich (nur dunkelrot Flachen)
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Integration mit Trapezregel

I Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Trapezregel

Wir erhalten die folgenden Naherungen:

Obersumme A=4+ 6+ 6254+ 6+ 4 =26.25
UntersummeA=0+4+6+4+0=14

Die Obersumme Uberschatzt die wahre Flache tendenziell, da
ihre Flachen uber die Kurve hinausragen.

Die Untersumme unterschatzt die wahre Flache tendenziell, da
ihre Flachen die Kurve nicht vollstandig ausfullen.
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Integration mit Trapezregel
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Trapezregel

Warum nicht den Mittelwert von beiden nehmen? Folgen wir
diesem Ansatz, nahern wir die Flache unter der Kurve grafisch
gesehen durch Dreiecke und Trapeze.

Bei einer Breite von 1 gibt die Trapezregel eine Flache von 20 an.
Das ist gerade mal 4.2% daneben, obwohl die Breite doch recht
grols gewahlt wurde.

A =0.5(04+4)1=2
Je kleiner die Breite gewahlt wird, umso besser ist die Naherung, t _
J J A =0.5-(4+6)1=5

aber umso langer ist die Rechenzeit. A =05(646)1=65A = 20
.= 0. —

A, =05-(6+4)1="5
A, =0.5-(4+0)-1 =2
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Ravensburg

Trapezregel
R oder Python ist einfach. Probiert es mit
"Trapez Template" zunachst mal selbst e dx 1.71828182
und schaut bei Bedarf in die Losung.

jl dx 0.78539816

. . . . 2 .

Verwendet die rechts gezeigten Beispie- ¢ 1+x

le, um die Grol3e des Fehlers in Prozent
ZU messen.

1 .
Oj [IG+D) dx 059259042

1 .
Verwende jeweils eine Auflésung von 20 OJ 1+sin(2nx) ~ 1.00000000

Trapezen.
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e dx

1.71828182 0.02083%

Integration mit Trapezregel

Trapezregel

Die Naherung durch die Trapezregel ist
bereits ziemlich gut! Kbnnen wir die Ge-
nauigkeit erhohen, ohne den Rechen-
aufwand zu steigern?

1
j dx 0.78539816  0.01326%
0

Gibt es Alternativen zur Trapezregel? 1+x°

1 :
Olen(x+1) dx 0.59259042  0.38105%

1
Oj 1+sin(2mx) 1.00000000 Exakt

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg

Ravensburg

Integration mit Newton-Cotes Formeln

Newton-Cotes Formeln

Die Newton-Cotes Formeln bieten eine ganze
Sammlung an Naherungsformeln. Die Trapez-
regel ist eine von diesen Naherungsformeln.
Es gibt aber auch noch:

Obersumme Untersumme Trapezregel

Simpson-Regel
Simpson-Regel (3/8)
Boole-Regel
... und viele mehr!
—_—

Simpsonregel 3/8 Regel Boole-Regel
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Integration mit Newton-Cotes Formeln

Newton-Cotes Formeln

Die Idee ist bei allen diesen Formeln gleich: Wir
teilen das Intervall Gber das wir integrieren in
mehrere Bereiche auf,

Innerhalb dieser Bereiche wird die Funktion an
mehreren Stellen ausgewertet.

Meistens werden die Stellen in der Mitte der
Bereiche hoher gewichtet, aber es gibt Aus-
nahmen wie z. B. die Boole-Regel.

Stiitzstelle 0 1

h

Gewichtung 1/2 1/2

Trapezregel

Stitzstelle 0 1/2

Gewichtung 1/6 4/6

Simpsonregel

Stiitzstelle 0 1/3
1/8 3/8

3/8 Regel
Stutzstelle 0 1/4

B

i
1 1

Boole-Regel

:B , | - o0 X
A Lo Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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1/6
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3/8

1/2

12/90
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Integration mit Newton-Cotes Formeln
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Newton-Cotes Formeln
Stiitzstelle 0 1
Das Aufteilen des Intervalls in mehrere Bereiche _‘C 1/2 1/2
entspricht der Summenregel der Integration: frapezrese
[ (o) dx = [ £(x) dx + | f(x) dx 1/6  4/6  1/6
a a b Simpsonregel
Das Vorgehen innerhalb der Bereiche wird als
numerische Quadratur bezeichnet. m /8 3/8  3/8 1/8
: n o I g e
f(x)dx= ) w.f(x
J() i;) 1) 7/90 32/90 12/90 32/90  7/90

Boole-Regel
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Integration mit Newton-Cotes Formeln

Newton-Cotes Formeln

Die Auswertung der Funktion an n-Stellen flhrt
zusammen mit gut gewahlten Gewichtungen
zu einer Approximation der Funktion als Poly-
nom n-ter oder (n-1)ter Ordnung.

Aber wo kommen die Gewichtungen her?

Wir machen einen Exkurs zum Thema Inter- und
Extrapolation!

Stiitzstelle

Gewichtung

h

Trapezregel

Stutzstelle

i

Gewichtung

Simpsonregel

Stutzstelle

B

3/8 Regel

Stiitzstelle

ANGHe - 7/90

B

Boole-Regel

1

1/2

1/2

4/6

1/3

3/8

1/4

32/90

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Integration mit Newton-Cotes Formeln

Inter- und Extrapolation

Zeitreihe

Wie finden wir eine Funktion, die durch die Punkte der
Zeitreihe geht und uns auch Werte fir andere Stellen
liefert?
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Integration mit Newton-Cotes Formeln
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Inter- und Extrapolation

Zeitreihe

Interpolation

Eine einfache Variante ist die lineare Interpolation,bei ~ } .. Extrapolation
der wir zwischen den Datenpunkten von einem linea- o
ren Verlauf ausgehen.

Dadurch erhalten wir eine stickweise definierte Funk-
tion mit einer zusatzlichen Teilfunktion pro zusatzli-
chem Punkt.

Das Vorgehen entspricht der Trapezregel. Einfach, aber
ungenau und krude in der Darstellung. 8y
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Inter- und Extrapolation

Zeitreihe

Eine elegantere Variante ist die Polynominterpolation.
Bei dieser suchen wir ein Polynom n-ten Grades ...

a,+ax+ azx2 + ..+ ax"
n

..das durch alle gegebenen Punkte geht. Tatsachlich
existiert zu jeder Zeitreihe mit n+1 Datenpunkten ein
passendes Polynom n-ten Grades oder niedriger.
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Integration mit Newton-Cotes Formeln

Inter- und Extrapolation

Das Polynom finden wir mit der Formel:
P (x) =) f(x)L(x)
i=0

Darin verwenden wir die Lagrange Basispolynome:

I X-X
L) =[] =
ji=0 1

I
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X-X, = X-X, n

— P (x)=) f(x)L(x
X, "X, X, -X, (%) i;) (%) L(x)
x-05 x-1 _ B
0-05 0.1 X3+l = f(x,) L,(x) + f(x)) L, (%) + f(x,) L,(x)

=1-(2x%2-3x+1)+3-(-4x2+4x) + 7 - (2x2-X)

X-X, X-X,
SRR =4x*-2x + 1
X -0 x-1 _ 5
05-0 05-1 X T
X-X, X-X
X, ="Ky X7 X
x-0 x-05 _ , 5
1-0 1-05 XX
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Inter- und Extrapolation

Zeitreihe

Ab der funften oder sechsten Ordnung werden die ge-
fundenen Polynome instabil.

Sie weisen teilweise extreme Ausschlage, auf die nicht
zu den gegebenen Daten passen.

¥y W —— - . .
A Lo Numerik - Zentrum flir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Integration mit Newton-Cotes Formeln

I Duale Hochschule
Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Inter- und Extrapolation

Zeitreihe

Eine mogliche Losung sind Splines: Wir teilen die zu
suchende Funktion in Abschnitte auf und suchen fir
jeden Abschnitt ein passendes Polynom.

Der Vorteil ist ein deutlich stabilerer Verlauf, allerdings
nehmen wir auch wieder die Angabe von mehreren
Teilfunktionen in Kauf.
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Inter- und Extrapolation

Zeitreihe

Verwechslungsgefahr! Sowohl bei der Interpolation als
auch beider Kurvenanpassung (beim fitten) suchen wir
Funktionen, aber es gibt wesentliche Unterschiede:

Ausgangspunkt bei der Anpassung ist nicht zwingend
eine Zeitreihe, sondern ganz allgemein eine Reihe an
Beobachtungen zweiter Merkmale x undy.

Gesucht ist eine Funktion, die moglichst gut zu diesen
Beobachtungen passt. Die gegebenen Punkte mussen
nicht exakt getroffen werden.
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Newton-Cotes Formeln
o
Die Gewichtungen der rechts gezeigten Metho- 1/2 1/2
den werden aus den Lagrange Basispolynomen freperrese
hergeleitet. 0 1/2 1
W = L < dX L %) = i Simpsonregel
ECLIE LS 0w
7/90 32/90 12/90 32/90 7/90

Boole-Regel

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)




Integration mit Newton-Cotes Formeln

1 1
WO=J L (x) dx =J2X2 -3x + 1dx
0 0

[ %XB - 1.5x2 + X:|

1 1

w,= [ L,(x) dx = | -4x2 + 4x dx
0 0

[

[ .4 b _
=| -5X3+ 2x? =
3 :I()

1 1
W2=J L, (x) dx =J2X2-XdX
0 0
1

[ Zx-05¢ ] =

0

DHBW
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Ravensburg
Stiitzstelle 0 1
Gewichtung 1/2 1/2
Stutzstelle 0 1/2 1
Gewichtung 1/6 4/6 1/6
Stutzstelle 0 1/3 2/3 1
Gewichtung 1/8 3/8 3/8 1/8
3/8 Regel
Stutzstelle 0 1/4 1/2 3/4 1
Gewichtung 7/90 32/90 12/90 32/90 7/90

Boole-Regel
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Newton-Cotes Formeln

Schaudirden Beispielcode "Newton-Co-
tes Basic" an.

a) Erganze die Simpsonregel in der
3/8-Variante und die Boole-Regel.

b) Teste alle Regeln mit den gegebenen
Integranden

c) Uberlege theoretisch, welche Integ-
randen Trapez- und Simpsonregel exakt
auswerten konnen sollten.

e dx

1.71828182 0.02083%

1
j dX_ .78539816  0.01326%
0 14+x

1 :
Olen(x+1) dx 0.59259042  0.38105%

1
Oj 1+sin(2mx) 1.00000000 Exakt
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Newton-Cotes Formeln
sind bei den ersten drei Integranden bei
gleicher Anzahl an Funktionsauswertun- e dx 1.71828182 0.02083% < 10° 9% < 1011 04
gen genauer.
1
| | j dx 0.78539816  0.01326% <107 % < 10° %

Trapezregel ist nur bei konstanten und o 1+x
linearen Funktionen exakt. 1 .

Oj [MG+Ddx 059259042  0.38105%  0.15351%  0.04759%
Die Simpsonregel bei Polynomen erster, L e £.00000000 _ < 10130 .
zweiter und erstaunlicherweise auch OJ sin(zmx) -~ 8. Xakt ] xakt

/

dritter Ordnung.

Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)



danie
Bleistift


Integration mit Newton-Cotes Formeln

Newton-Cotes Formeln

Die Newton-Cotes Formeln konnen fir Skalarfelder R* - R
verallgemeinert werden. Die Simpsonregel in n = 2 Dimen-

sionen ware:

bd
[ = ” f(x,y) dx dy
dC

b-a)(d-c) & ¢
[ = ( a)g( ) Z Z ww. f(x,y,)

i=0j=0

w=(1,4,1)

dhlah Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Integration mit Newton-Cotes Formeln
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Romberg Methode

Die Rombergmethode erweitert die Trapezmethode.

Statt die Methode, einmal mit einer festen Zahl an Tra-
pezen anzuwenden, wird sie mehrfach mit unterschied-
lichem n angewendet, um unterschiedlich genaue Resul-
tate zu bekommen.

Mithilfe der Richardson Extrapolation werden diese an-
schlieBend verrechnet, um insgesamt eine sehr genaue
Naherung zu bekommen.
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Monte Carlo Integration
Stutzstelle 0 1/2 1
Neben den Newton-Cotes Formeln gibt es noch
eine ganzandere Herangehensweise fur die nu- — 1/6 /6 1/6
merische Integration. —— 0 1/3 2/3 )

Wir wahlen die Stellen, an denen wir die Funk- Gewichtung 1/8 3/8 3/8 1/8

tion auswerten, zufallig aus!

3/8 Regel

ll

Stutzstelle 0 1/4 1/2 3/4 1
Warum sollte man das tun?

7/90 32/90 12/90 32/90  7/90

Boole-Regel

Stutzstelle

1/n 1/n 1/n 1/n 1/n

.

Monte-Carlo

:3 , | - X X
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Monte Carlo Integration
Stutzstelle 0 1/2 1
Die Vorgehensweise stitzt sich nicht auf die
Approximation durch eine bestimmte Art von —— 1/6 4/6 1/6
Funktion. o ’
Stutzstelle 0 1/3 2/3 1

Mit einer ausreichend grol3en Zahl an Auswer- GO 1/8 3/8 3/8 1/8
tungen sollte eine hinreichend gute Genauig-

keit erzielt werden konnen.

3/8 Regel

=
=
oy
=

Stutzstelle 0 1/4 1/2 3/4 1

7/90 32/90 12/90 32/90  7/90

Boole-Regel

Stutzstelle

1/n 1/n 1/n 1/n 1/n

.

Monte-Carlo
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Monte Carlo Integration --

Monte Carlo Integration

Relativer Fehler nach n Iterationen in %

Trotzdem gibt es einen entscheidenden Nachteil: Das Ver-
fahren ist nicht deterministisch!

Sowohl das Ergebnis als auch der absolute und relative Feh-
ler sind Zufallsvariablen.

Die Genauigkeit in einem einzelnen Durchlauf reicht nicht
aus, um das Verfahren zu bewerten!
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Monte Carlo Integration --

Monte Carlo Integration

Histogramm 1000 Versuche mit n=50

200
Betrachten wir stattdessen die Verteilung des Fehlers tGber
mehrere Durchlaufe, stellen wir fest: 160
Der Fehler ist naherungsweise normalverteilt mit Erwar-
: . 120
tungswert =+ 0%. Das Verfahren hat keinen Bias, sondern
konvergiert gegen den wahren Wert. 80
Der Verteilung hat eine hohe Varianz. Einzelne Durchlaufe
40

zeigen bei n=50 Fehler von Uber £ 10% auf.

-0.15 -0.10 -005 O 0.05 0.10 0.15
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Monte Carlo Integration --

Monte Carlo Integration

Fur die hier gezeigten Beispiele ist die Monte-Carlo-Integ-
ration tatsachlich nicht die beste Methode.

Interessant ist sie dagegen flr die numerische Integration
von mehrdimensionalen Integranden.

Je nach Integrand ist es ratsam, die zufalligen Punkte nicht
aus der Gleichverteilung zu ziehen!
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Monte Carlo Integration --

Monte Carlo Integration

Um die Monte Carlo Integration zu verbessern, betreiben
wir importance sampling. Wir wahlen eine Verteilung flr
die Punkte, die dazu fuhrt dass ...

.. weniger Punkte in Bereichen fallen, wo die Funktion ei-
nen konstanten Wert hat.

.. weniger Punkte in Bereichen fallen, wo die Funktion kei-
nen Beitrag liefert, d. h., 0 ist.
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Monte Carlo Integration --

Monte Carlo Integration

Damit keine Verzerrung entsteht und das Ergebnis erwar-
tungstreu bleibt, missen wir die Funktionsauswertungen
gewichten.

Das Gewicht ist der Kehrwert der relativen Wahrscheinlich-
keit. Ist ein Punkt doppelt so wahrscheinlich, wird er nur
halb so stark gewichtet.
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Numerische Fourieranalyse mit FFT
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Fouriertransformation

Was passiert, wenn zwei Wellen aufeinandertreffen? Die

Ausbreitung Ausbreitung
Antwort hangt natlrlich von der Art dieser Wellen ab, wo- /\/ /\/ > X

bei wir sehr haufig Linearitat annehmen kdénnen:

Die Wellen beeinflussen sich nicht.

Die Amplitude an einem bestimmten Ort und Zeitpunkt .
entspricht der Summe der beiden Teilamplituden.

Ausbreitung Ausbreitung
>
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Numerische Fourieranalyse mit FFT

Fouriertransformation

Destruktive Interferenz Sind die Wellen gegenphasig, Ausbreitung N
dann schwachen sich die Amplituden ab. /\/ /\/ > X

Konstruktive Interferenz Sind die Wellen gleichphasig,
dann verstarken sich die Amplituden.

Die einzelnen Wellen bleiben aber unverandert.

Ausbreitung Ausbreitung
>
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Numerische Fourieranalyse mit FFT
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Fouriertransformation
f(t)

Uberlagern sich mehrere Wellen an einem bestimmten 3
Ort, ergibt sich daraus eine Gesamtwellenfunktion f(t). )
Die Gesamtwellenfunktion f(t) enthalt alle einzelnen Wel- |
len, aber wie konnen wir diese einzelnen Wellen vonein-
ander trennen? f £ f T 1 : t
Aus welchen Wellen besteht der rechts gezeigte Graph? 1

-2

-3
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Numerische Fourieranalyse mit FFT
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Fouriertransformation

Fourier Transformation F(w) = J f(t) - et dt

-00

Die Fouriertransformationist eine Abbildung der zeitli- /\

chen Darstellung f(t) in eine spektrale Darstellung F(w).

Signal 3% Spektrum
f(t) Amplitude abhangig von der Zeit \f \/\ Kf \/\ \f J |
| F(w)|  Anteil der Frequenz am Gesamtsignal | L 3!
Mathematische Grundlage ist die Darstellung einer Wel- N % "1 % % m 1
le als Exponentialfunktion mit komplexem Exponent: | 21 | || - I
A:| cos(wt)+i-sin(wt) | = Ae'
Fourier Riicktransformation f(t) = JF(Q)) e dw
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Numerische Fourieranalyse mit FFT
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Fouriertransformation

Fourier Transformation F(w) = J f(t) - et dt

-00

Die Transformation vom Signal zum Spektrum erfolgt /\
durch die Integraltransformation: y
. Signal 1 Spektrum
F(w) = [ () - e dt \l‘ J J J \f J |
-00 | 51
N —a 1l >t _
Die Rucktransformation vom Spektrum zum Signal er- i} 1]
folgt analog dazu Uber: m u% 2 U% JV U% Um . I
f(t) = %J’ F(w) - e“'dw
> Fourier Riicktransformation f(t) = JF(oo) e dw
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Fouriertransformation

Interessant flr Physiker, Ingenieure und Tontechniker,
aber was hat Data Science damit zu tun?

In der Data Science analysieren wir unsere Daten un-
ter anderem auch auf Periodizitat. Welche zyklischen
Effekte finde ich in meinen Daten?

Sobald es mehrere zyklischen Effekte gibt und noch
Trends dazukommen, kdnnen wir die Periodizitat nicht
mehr mit einem Liniendiagramm und blol3em Auge
identifizieren.

BRAY [ aullah, . . . . .
- HAY I Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Numerische Fourieranalyse mit FFT

Fouriertransformation

Mit der Fourieranalyse kdnnen wir Zeitreihen auf pe-
riodische Effekte untersuchen. Aber eine Zeitreihe ist
doch keine Funktion?

Es gibt eine diskrete Variante der Fouriertransforma-
tion (DFT), die wir fir Zeitreihen verwenden konnen.

Wir erreichen damit aber wieder den Punkt, wo analy-
tische Losungen von Hand unmoglich oder zumindest

unpraktikabel sind.

Signal

|

DHBW

I Duale Hochschule

Baden-Wurttemberg
Ravensburg

Fourier Transformation F(w) = J f(t) - et dt

-00

y
A

3+

W,

Spektrum

Fourier Riicktransformation f(t) =

S\ LS Numerik - Zentrum fiir Angewandte Okonomik (ZAO)
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Numerische Fourieranalyse mit FFT
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Fouriertransformation
L (GW) Stromnachfrage

Wir verwenden den numerischen Fast Fourier Transformati-

on (FFT) Algorithmus. 70

Rechts sehen wir die Netzlast (Stromverbrauch) in Deutsch- o0

land Uber das Jahr 2023. Welche Zyklen haben diese Daten? <0

Das Vorgehen ist dasselbe wie bei unserem Tonbeispiel ... 20

30

2023
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Numerische Fourieranalyse mit FFT
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Fouriertransformation

Spektrum der Stromnachfrage

In unserem Frequenzspektrum sehen wir deutliche Peaks bei:

0.006x pro Stunde  Wochentlich
0.042x pro Stunde  Taglich
0.084x pro Stunde  Alle 12 Stunden

Als Ubungsaufgabe fuhren wir dieselbe Analyse mit der
Stromproduktion durch. Welche Periodizitaten gibt es auf
der Angebotsseite? Decken sich diese mit der Nachfrage? M

M*\WJ L.u.mm_awlumh M.L LM.L_LM f(—] /h)
0.02 0.04 006 0.08 0.10
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